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1 研究目的
石取りゲームの基本というべきゲームには、ニムや
三山崩しなどがあげられる。具体的には石を何個かず
つ３つの山にまとめておいて、２人で交互に好きな山
から石を取っていき、最後の石を取ったプレイヤーが
勝ちというゲームである。
石取りゲームは、初めに並べられた石の個数によって
先手必勝か後手必勝が決まっていて、代数的な必勝法
がある。具体的には以下の性質から開始局面ですでに
先手必勝か後手必勝が決まる。
(1)トランプやサイコロを用いるゲームのような不確実
性が存在せず、同じルールのゲームであれば何度プレ
イしたとしても取ることができる行動は毎回同じであ
る。つまり、偶然性を持たない。（確定性）
(2)石取りゲームは取ることができる行動が公開されて
おり、麻雀の手牌のように他プレイヤーに隠されてい
る情報がない（完全情報性）
(3)同一局面では 2人のプレイヤーのとれる指し手に違
いはない（対称性）
(4)石の個数と取ることができる行動の種類が有限であ
ることより、有限回の手順で必ず勝敗が決まる（有限
性）
　本論文では行動に回数制限を付け、使用回数の差に
より対称性がない状況も扱うが対称性が崩れるとどち
らか一方の必勝が確定してしまう。よって先手、後手
プレイヤーともに最良の行動をした場合、実質対称性
を持つゲームになっている。
選ぶことのできる行動を手、残っている石と手を合わ
せて局面と呼ぶ。
　石取りゲームの必勝判定を行う上で重要な必勝判定
の基本原理というものがある。
この原理は与えられた局面から一手で移行できる局面
を調べることで、必勝判定ができる。すなわち、
(1)終了局面は後手必勝形
(2)後手必勝形から一手で移行できる局面は先手必勝
(3)先手必勝形から一手で移行できる局面の中には後手
必勝がかならずある。
回数制限付きの場合、制限の付いてる手を使っている
かどうかで同じ石の数でも必勝判定が変わってくる。
本研究の背景は既存の石取りゲームでは無制限に同じ
手を選ぶことができたが、ゲーム理論を経済学などの
他分野に応用する際に回数制限をつけた方がより広く
応用が利くと考えたからである。本研究の目的は回数
制限が付いた任意の一山崩しの後手必勝全体とそのと
きの必勝法を求めることである。任意のゲームの必勝
判定を行うためには複雑なゲームも必勝判定しなけれ
ばならない。複雑なゲームでも簡単なゲームを組み合
わせることで必勝判定を行うことができる。よって本
論文では基本となるいくつかのゲームの必勝判定をま
ず行う。
2 石取りゲームとは
まず、回数無制限一山を紹介してから、回数制限付
きについて述べる。
一山崩しでは好きなだけ石を取れてしまうと先手が明
らかに必勝してしまうので『一回にとれる石は 3つま
で』という制限を加える。
石の個数を n、n個の石が残っている局面で相手である
先手プレイヤーが手を間違わず選択した場合、後手で
ある自身が負けるとき L、先手が任意の手を選択して
も後手が手を間違わなければ勝てるときWと表す。こ
のとき必勝判定は以下のようになる。
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
W/L W L L L W L L L W L L
終了局面である n=0が後手必勝であるのは
『n=0の局面になるような手を後手プレイヤーが選ぶ』
⇔『後手プレイヤーが最後の石を取ることができる』と
なるからである。
終了局面の石の残り 0から帰納的に考えると石の数が
４の倍数のとき後手必勝、それ以外は先手必勝になる。
必勝法は 4の倍数の局面に移行する手を選ぶ。
さらにこのことから
命題 1　 1～(k-1)個取り無制限一山の場合、後手必勝
は kの倍数であり、必勝法はつねに kの倍数の石を残
す。
ことがわかる。石取りゲームとはこのように確定性、完
全情報性、対称性、有限性を持つ２人で行うゲーム全
体のことである。
3 回数制限付き石取りゲーム
回数制限付き石取りゲームについて
例一山崩し
一山崩しの先のルールに「3個取ることをことは各プ
レイヤー 1度だけ」というルールを加える。
必勝判定は以下のようになる。
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
W/L W L L L W L L W L L W
修了局面はW、そこから n=４までは先の場合に帰着
できるので自明である。先手プレイヤーは n=7から一
手で n=4に移行することができるが、4個残すことで
必勝できる手は 3個取りを用いておらず、使用できる
仮定の下である。後手が 1個取りすることで n=3とな
り、先手がいかなる手を用いても後手が石を全てとる
ことができる。よって先手プレイヤーがいかなる手を
選んだとしても『3個取りを残し、n=4の局面を相手の
手番にする』ことができる局面が、次の後手必勝であ
り、それが n=7である。以降も 3個取りは使用せず必
勝判定の基本原理を用いて考えると上の図になる。必
勝法は 3個取りを使用せず、3の倍数に 4を加えた局
面を作り続ければ、必ず先手が 1,2,3個のいずれかを残
す局面になるので、そこで残っている石を全てとれば
良い。
定義　 (k-1)個取ることができる回数を pk 1と表す。ま
た、1 個取り、2 個取り共に無制限であるならば、任
意の自然数 nに対し、無制限の回数 p1 = ∞ > nかつ
p1 = p2 = ∞と定義する。
命題 2を証明するための補題をまず証明する。
補題　 p1 = p2 =    = pk 2 = ∞、0 < pk 1 < ∞のとき
;先手と後手の回数制限付きの手の回数に差があり、石
の残りが [(小さい方の pk 1) × k + k   2]より大きい場
合、回数が大きい方が必勝。
証明　 (先手の pk 1) = pm < (先手の pk 1) = pMとする
。
石の残りが kまでの必勝判定は命題 1に帰着できるの
は明らかである。 kが後手必勝になるために残りの石
が kより大きいときの局面では (k   1)個取りを少なく
とも 1回は残しておかなければならない。同様に 2kを
後手必勝にするには、2回残す。よって回数制限の手が
後手は pm回使えることより、kpmは後手必勝。
(k   2)個取りは回数無制限より、(kpm + k   2)は先手
が (k   2) 個取りすることにより先手必勝。また先手
は (k  1)個取りができるので、(kpm + k  1)も先手必勝
である。(kpm+k)個石がのこっているときも 1個取りに
より後手がどのような手を選んでも、先手は kpm個石
を残す手を選べる。同様に (kpk 1+k)個より大きく石が
残っていた場合でも先手が 1個取りしていれば、先手後
手合わせて減らすことのできる石は最大でも (k   1)よ
り、kpk 1～(kpm+k 1)のいずれかが先手の局面に回って
くる。これは全て先手必勝。
pm > pMの場合も同様。

命題 2　 p1 = p2 =    = pk 2 = ∞、0 < pk 1 < ∞のと
き;後手必勝全体は
fkljl 2 Z; 0  l  pk 1g [ fkpk 1 + (k   1)mjm 2 Ng
証明　集合の第 1 因子は先の補題から明らかなので
、第 2因子について証明する。kpk 1を後手必勝にする
ために、両プレイヤー (k   1)個取りは使うことができ
ないので、(kpk 1+k 1)が後手必勝になる。以降はそれ
に (k   1)を繰り返しくわえたものになるので後手必勝
全体は先の集合になる。石の残りが 0以外でも修了局面
を設けている石取りゲームもあるが本論文では石が 0の
みを修了局面とする。よって以降、つねに p1 = ∞とす
る。
命題 3　 p1 = 0; p1 = p2 =    = p j 1 > p j = p j+1 =
   = pk 1 > pk = pk+1 =    = 0とすると後手必勝全体
は
fkljl 2 Z; 0  l  pk 1g [ fkpk 1 + jljl 2 Ng
証明　この時も先と同様に石が (kpk 1 + k   2)個以下
であれば、必勝の石の取り方は (k   1) 個取りまで回
数無制限に帰着できるので、それより石の数が大きい
ときについて証明する。kpk 1を後手必勝にするために
、(k  1)個取りを未使用は命題 2と同様だが、(k  2)以
下取りも未使用でなくてはならない。先手プレイヤー
と差がある手を a個取りとすると、石が aより大きく
残っている場合、補題同様 a残しの局面に先手プレイ
ヤーは移行することができ、a個取りできないので次の
先手で石を 0にされてしまう。
定義
仮定より i > jならば pi  p jである。石取りゲームの
有限性より
9m s; t pn = 0 f or 8n  mよって数列 fqnjn 2 Ngを以下
のように定義できる。
(1)　 q1 = minf jjp j = 0g
(2)　 qn = minf jjp j   pqn 1 1 = 0; j < qn 1g
この定義では無制限の手に対して qn = 1となり、(n +
1)移行定義できないので初めて qi = 1となった場合、新
たに qi = 0とし、以降の qi+1 = qi+2 =    = 0qip1 = 0と
する。
また、q0 = minfijpi < ∞ gとする。
命題 4　 fpigが単調減少数列の場合、後手必勝全体は
(
[
j=0
f
jX
i=0
qipqi+1 + q j+1ljl 2 Z; 0  l < pq j+2 g) [
f
X
0<pqipq0
qipqi+1 + q
0ljll 2 Ng
証明　仮定を図で表すと以下になる
1
p1
2
p2
  
  
q0   1
pq0 1
q0
pq0
  
  
q3
pq3
q2
pq2
q1
1～(q1 1)個取りは先手プレイヤーができてしまうので
、0の次の後手必勝の石の数は q1であり、この手を後手
必勝にするために全ての回数制限の手をそれぞれ少な
くとも 1回ずつ残しておかなければならない。同様に次
の後手必勝は 2(q1   1)であり、さらに回数制限の手を
全て 1回ずつ残さなければならない。以降繰り返しから
求まる後手必勝集合は fq1ljl 2 Z; 0  l < pq2 gになる。次
の後手必勝集合を求める際に fq1ljl 2 Z; 0  l < pq2 gを
後手必勝にするために残しておかなければならない手
を赤い枠で囲むと以下になる。
1
p1
2
p2
  
  
q0   1
pq0 1
q0
pq0
  
  
q3
pq3
q2
pq2
q1
次の後手必勝集合は q1pq2の局面を作るまでの集合であ
り、q1pq2に q2の倍数を加えた局面を作ることになるの
で、fq1pq2 + q2ljl 2 Z; 0  l < pq3 gで
となる。これを繰り返していけば回数制限付きの手の
後手必勝は求まり
　　 fq1ljl 2 Z; 0  l < pq2 g
　 [ fq1pq2 + q2ljl 2 Z; 0  l < pq3 g
　 [ fq1pq2 + q2pq3 + q3ljl 2 Z; 0  l < pq4 g
　 [   
=
[
j=0
f
jX
i=0
qipqi+1 + q j+1ljl 2 Z; 0  l < pq j+2 g
となる。
また、回数制限付きの局面のうちで最大の後手必勝
は
X
0<pqipq0
qipqi+1であるから、この数に q0の倍数を加え
たもの全体が無制限の手からなる集合である。よって
f
X
0<pqipq0
qipqi+1 + q
0ljll 2 Ng
以上より、和集合を考えると命題の集合となる。

また、下のような複雑なグラフになるような、ゲーム
の場合でも後に述べるゲームに影響を与える手とそう
でない手が存在することより、必勝判定において重要
であるのは自然数上連続になる手であり以下のような
階段を見出すことである。
1
p1
2
p2
  
  
  
  
q3
pq3
q2
pq2
q1
4 結果
回数制限付きの場合、後手必勝集合のうち回数制限
に対応する有限集合が存在する。必勝法の求め方は以
下である。
(1)　 1個取りから自然数上連続で回数無制限な手を求
め、その手を (k-1)個取りとする
(2)　 kの倍数個取りが回数制限付きだとしても後手必
勝全体は、回数制限からなる集合と回数無制限からな
る集合に分かれる
(3)　残っている手のうち『(2)の元』個取りの手があ
れば、その手を加え必勝判定を行いこの手順を繰り返
す。なくなった時点でその集合がそのゲームの後手必
勝全体である。
必勝法は必勝判定が変わったことによって後手必勝も
変わった部分であるならば変化前と同様の石の取り方
でよいが、その選択によって後手必勝局面に移行でき
ない場合は新たに加わった手を選ぶ。
5 考察と今後の課題
必勝判定に影響を確実に与えるものは kの倍数のう
ち最小のものであることから、任意のゲームにおいて
その手のみで必勝判定に影響を与える手が複数あった
場合、確実に影響を与えるものは最小の個数取りであ
ると考えられる。
必勝法
今後の課題としては山の数を増やすことや他の石取り
ゲームの変種に回数制限を導入することである。
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